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О КОНТРПРИМЕРЕ ШАРИПОВА К ГИПОТЕЗЕ
ХАБИБУЛЛИНА
Р. А. Баладай
Аннотация. Гипотеза Хабибуллина имеет три эквивалентные фор-
мулировки. Недавно Шариповым был построен контрпример к этой
гипотезе в одной из трех формулировок. В данной работе этот контр-
пример переносится на случай двух других формулировок гипотезы
Хабибуллина.
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1. Введение.
Гипотеза Хабибуллина — это некоторое утверждение относительно инте-
гральных неравенств. Первоначально она была сформулирована в работах [1] и
[2] в классе неотрицательных неубывающих функций, выпуклых относительно
логарифма. В работе [3] были даны две другие формулировки этой гипотезы,
эквивалентные первоначальной. При этом условие выпуклости относительно
логарифма было снято и гипотеза Хабибуллина была сначала переформули-
рована в классе неотрицательных неубывающих функций, а затем в классе
неотрицательных непрерывных функций. Приведём все три формулировки ги-
потезы Хабибуллина. Первая из них — это исходная формулировка.
Гипотеза 1.1 (Хабибуллин). Пусть λ — положительное вещественное число
и пусть n — целое число, такое, что n > 2. Пусть S(x) — неотрицатель-
ная неубывающая функция на интервале на [0,+∞), выпуклая относительно
логарифма. Тогда, если неравенство
1∫
0
S(tx) (1− x2)n−2 x dx 6 tλ
выполняется для всех 0 6 t < +∞, то из него вытекает неравенство
+∞∫
0
S(t)
t2λ−1
(1 + t2λ)2
dt 6
pi (n− 1)
2λ
n−1∏
k=1
(
1 +
λ
2k
)
.
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Условие выпуклости функции S(x) относительно логарифма в гипотезе 1.1
означает, что функция σ(x) = S(ex) является выпуклой функцией в обычном
понимании, т. е. при при любых значениях x и y она удовлетворяет неравенству
σ(αx+ β y) 6 ασ(x) + β σ(y), если α > 0, β > 0 и α+ β = 1.
Гипотеза 1.2 (Хабибуллин). Пусть α — положительное вещественное число
и пусть n — целое число, такое, что n > 1. Пусть h(x) — неотрицательная
неубывающая функция на интервале [0,+∞). Тогда, если неравенство
1∫
0
h(tx)
x
(1 − x)n−1 dx 6 tα (1.1)
выполняется для всех 0 6 t < +∞, то из него вытекает неравенство
+∞∫
0
h(t)
t
dt
1 + t2α
6
pi
2
n−1∏
k=1
(
1 +
α
k
)
. (1.2)
Гипотеза 1.3 (Хабибуллин). Пусть α — положительное вещественное число
и пусть n — натуральное число, такое что n > 1. Пусть q(x) — неотрица-
тельная непрерывная функция на интервале [0,+∞). Тогда, если неравенство
1∫
0

 1∫
x
(1− y)n−1 dy
y

 q(tx) dx 6 tα−1
выполняется для всех 0 6 t < +∞, то из него вытекает неравенство
+∞∫
0
q(t) ln
(
1 +
1
t 2α
)
dt 6 pi α
n−1∏
k=1
(
1 +
α
k
)
.
В работе [4] было доказано, что гипотеза 1.1 верна в случае 0 < λ 6 1. Для
гипотез 1.2 и 1.3 это означает, что они верны при 0 < α 6 1/2.
В серии работ [5, 6, 7] отдельно исследовалась третья формулировка гипо-
тезы Хабибуллина. При этом ещё раз было доказано, что гипотеза 1.3 верна
при 0 < α 6 1/2 для любых целых n > 1. Однако, как оказалось, за преде-
лами интервала 0 < α 6 1/2 гипотеза 1.3 не всегда верна. В работе [7] был
построен контрпример к гипотезе 1.3 для случая n = 2 и α = 2. Основная
цель данной работы пересчитать построенный Шариповым в [7] контрпример
на случай гипотез 1.2 и 1.1 соответственно.
2. Контрпример Шарипова.
Контрпример Шарипова к гипотезе 1.3, построенный в работе [7], — это
функция q(x), заданная на интервале [0,+∞) при помощи формулы
q(x) =
{
12 x (1− ε r(x)) при 0 6 x < x0,
12 x при x > x0,
(2.1)
в которой x0 =
4
√
3/5, а r(x) — некоторый конкретный полином четвёртой
степени по x. Контрпример (2.1) содержит числовой параметр ε, который мо-
жет быть любым фиксированным вещественным числом, удовлетворяющим
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неравенству 0 < ε 6 1. То есть формула (2.1) даёт не один контрпример, а
однопараметрическое семейство контрпримеров, зависящее от параметра ε.
Полином r(x) в формуле (2.1) выражается через другой полином четвёртой
степени R(τ) при помощи линейной замены переменной:
r(x) = R(τ), где τ =
x0 − x
x0
. (2.2)
А полином R(τ) в (2.2) уже определяется явной формулой:
R(τ) = (21 τ3 − 34 τ2 + 16 τ − 2) τ.
3. Контрпример к гипотезе 1.2.
Контрпример к гипотезе 1.2 должен быть неотрицательной неубывающей
функцией h(x) на интервале [0,+∞), удовлетворяющей неравенству (1.1), но
не удовлетворяющей неравенству (1.2). При выводе гипотезы 1.3 из гипотезы
1.2 в работах [3] и [4] была использована формула
q(x) =
dh(x)
dx
. (3.1)
Согласно формуле (3.1) для получения требуемой функции h(x) надо проин-
тегрировать функцию (2.1). Это даёт
h(x) =
x∫
0
q(y) dy + C, (3.2)
где C — константа интегрирования.
Выбор константы интегрирования C в формуле (3.2) определяется неравен-
ством (1.1). В этом неравенстве следует положить α = 2 и n = 2, поскольку
контрпример Шарипова (2.1) относится именно к такому случаю. Тогда нера-
венством (1.1) запишется в следующем виде:
1∫
0
h(tx)
x
(1− x) dx 6 t2. (3.3)
Подставим t = 0 в неравенство (3.3). При этом аргумент функции h(tx) зану-
лится и её можно будет вынести за знак интегрирования:
h(0)
1∫
0
1− x
x
dx 6 0. (3.4)
Интеграл в формуле (3.4) положителен. По этой причине неравенство (3.4) даёт
h(0) 6 0. С другой стороны, h(x) должна быть неотрицательной функцией на
интервале [0,+∞). Отсюда h(0) > 0. Из двух противоположных неравенств
h(0) 6 0 и h(0) > 0 вытекает следующее равенство:
h(0) = 0. (3.5)
Равенство (3.5) означает, что константа интегрирования C в формуле (3.2)
должна выбираться равной нулю, что даёт
h(x) =
x∫
0
q(y) dy. (3.6)
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Теперь функция h(x) вычисляется прямой подстановкой функции (2.1) в
формулу (3.6). После вычисления интеграла это даёт
h(x) =
{
6 x2 (1 − ε u(x)) при 0 6 x < x0,
6 x2 при x > x0.
(3.7)
Многочлен u(x) в формуле (3.7) определяется равенством
u(x) = U(τ), где τ =
x0 − x
x0
. (3.8)
Через U(τ) в формуле (3.8) обозначен многочлен четвёртой степени по пере-
менной τ , определяемый следующей явной формулой:
U(τ) = (7 τ2 − 8 τ + 2) τ2. (3.9)
Теорема 3.1. Для каждого конкретного значения параметра ε, удовлетво-
ряющего неравенствам 0 < ε 6 1, функция h(x), определяемая формулами
(3.7), (3.8) и (3.9), является контрпримером к гипотезе Хабибуллина 1.2 для
случая n = 2 и α = 2.
Доказательство теоремы 3.1 может быть получено прямыми вычислениями.
Сама же функция (3.7) с многочленом u(x) из (3.8) — это есть контрпример
Шарипова, пересчитанный со случая гипотезы 1.3 на случай гипотезы 1.2.
4. Контрпример к гипотезе 1.1.
Для того, чтобы пересчитать контрпример (3.7) со случая гипотезы 1.2 на
случай гипотезы 1.1, надо пройти путем, проложенным в работе [3], но в об-
ратном направлении. Сначала определим функцию
s(x) = 4 h(x2). (4.1)
Подобно h(x), функция s(x) из (4.1) является неотрицательной неубывающей
функцией на интервале [0,+∞). С помощью s(x) определим функцию
S(x) =
x∫
0
s(t)
t
dt =
x∫
0
4 h(t2)
t
dt. (4.2)
Преобразование (4.2) основано на утверждении 5.1 из работы [8], которое бы-
ло использовано в работе [3]. Полученная в результате такого преобразования
функция S(x) будет неотрицательной, неубывающей и одновременно выпуклой
относительно логарифма функцией.
Обозначим x1 =
√
x0 =
8
√
3/5. После этого подставим функцию (3.7) в фор-
мулу (4.2). В результате прямых вычислений получим
S(x) =
{
6 x4 (1− ε v(x)) при 0 6 x < x1,
6 x4 при x > x1.
(4.3)
Здесь v(x) — некоторый конкретный полином восьмой степени. Полином v(x)
в формуле (4.3) выражается через другой полином восьмой степени V (θ) при
помощи линейной замены переменной:
v(x) = V (θ), где θ =
x
x1
. (4.4)
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А полином V (θ) в (4.4) уже определяется явной формулой:
V (θ) =
(7 θ2 − 3) (θ2 − 1)3
3
. (4.5)
Согласно результатам работы [3] при переходе от гипотезы 1.1 к гипотезе
1.2 параметр n не меняется, а параметр λ заменяется параметром α = λ/2. По
этой причине можно сформулировать следующий результат.
Теорема 4.1. Для каждого конкретного значения параметра ε, удовлетво-
ряющего неравенствам 0 < ε 6 1, функция S(x), определяемая формулами
(4.3), (4.4) и (4.5), является контрпримером к гипотезе Хабибуллина 1.1 для
случая n = 2 и λ = 4.
Теорема 4.1 доказывается прямыми вычислениями. Функция S(x), упоми-
наемая в этой теореме, — это контрпример Шарипова, пересчитанный со уже
со случая гипотезы 1.2 на случай гипотезы 1.1.
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